Момир Васић, стручни савјетник за математику

ЛЕОНАРД ОЈЛЕР- 300 ГОДИНА ОД РОЂЕЊА  СЛАВНОГ НАУЧНИКА
(Leonhard Euler, 1707 – 1783.)

Поштоване колеге,

У 2007. години, научна јавност поклонила је своју  пажњу, Леонарду Ојлеру,  славном научнику у част 300 година од његовог рођења. Нажалост у Републици Српској, у Босни и Херцеговини, а и у окружењу име овог научника изговарали смо само на часовима математике, онда када су нас садржаји „натјерали“, да кажемо по неку ријеч о човјеку чије се име веже за тему. Присјетимо се неких тема: 
Ојлерова права: 
Ортоцентар H, тежиште T и центар описаног круга око троугла O су колинеарни и у односу HT=2TO. (овај резултат је вриједан и елегантан због своје једноставности и чињенице да се односи на област геометрије троугла, област за коју се вјеровало пуне двије хиљаде година да је затворена и завршена). Ојлер уводи ознаке a, b, c за странице троугла и  A, B, C за наспрамна тјемена , као и R, r, s за полупречнике описаног и уписаног круга, и полуобим  и доказује:
4rRs=abc
Ојлеров идентитет, 
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, одакле посебно имамо 
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Ојлерова формула за полиедре (V-E+F=2, гдје је V – број страна, E – број ивица и F – број тјемена полиедра);
Ојлерова формула за суму и производ реда, 
[image: image3.wmf]1

11

1

1

k

p

k

p

¥

=

=

-

å

Õ

, гдје су p прости бројеви;
Ојлерова формула за суму хиперхармонијског реда, 
[image: image4.wmf]2

2

1

1

6

k

k

p

¥

=

=

å

.
Навешћу и неколико основних биографских података, а имајући на уму да тако богату биографију нисам у могућности садржајно презентовати, чиним то на најрационалнији начин.
Ојлер је рођен 15. априла 1707. године. Студирао је теологију ,а затим прешао на студиј математике. Узимао је приватне часове код Јохана Бернулија и одраста заједно са његовим синовима Николасом и Данијелом.

1727. године , на позив Данијела Бернулија, након смрти Николаса Бернулија, долази на то упражњено мјесто и постаје члан секције за медицину и физиологију Академије наука у Петрограду, чији су оснивачи Катарина Прва и Петар Први Велики по савјету Лајбница.

Академија оснива часопис Comentarii Academiae Scientiarum Imperialis Petropolitanae у којем Ојлер објављује радове из математике.
1735. губи десно око.

1741. године, на позив Фридриха Другог, постаје предсједник Академије у Берлину.

1766. на позив Катарине Друге Велике враћа се у Петроград, гдје остаје до краја живота, 1783. године.

Последње године живота проводи потпуно слијеп, а један од његових синова води му биљешке. За живота објавио је око 500 , а постхумно то је износило 886 радова.
Област коју вежемо за Ојлера је и Теорија графова која сваке године узима све више и више простора у додатној настави математике, а коју старије генерације нису изучавале кроз редован студиј те сматрам да ће неки основни појмови из теорије као и њихова примјена при рјешавању неких проблема бити од користи:

ТЕОРИЈА ГРАФОВА

Увод
Графови су математички објекти које проучава модерна и сасвим млада грана математике – теорија графова. Теорија графова спада у комбинаторику и представља њен најразвијенији дио. Графови су моћна средства којима се веома једноставно  могу моделирати (анализирати и рјешавати) сложени проблеми у различитим областима као што су :

- дизајн рачунарских мрежа (на подручјима алгоритама усмјеравања, тражења путева кроз мрежу и описивању топологије мреже);

- урбано планирање;

- представљање саобраћајница у једној држави;

- представљање електричне мреже;

- планирање реда летења;

- у молекуларној биологији;

- у економији.

Због све веће практичне примене у наведеним областима, теорија графова добија све више на значају  и у универзитетском образовању.

Геометријске фигуре које се могу нацртати једним потезом
За геометријску фигуру која се може нацртати тако да се врх оловке не одваја од хартије и да се свака саставна линија пријеђе оловком тачно једном кажемо да се може нацртати једним потезом. У супротном, ако се оловка на неком или на више мјеста мора подићи и повлачење наставити од неке друге тачке фигуре, кажемо да се та фигура не може нацртати једним потезом.

Примјери фигура које се могу нацртати једним потзом:

Слика 1.
гггггггггг           СПримјери фигура које се не могу нацртати једним потезом:

Слика 2.
Поставља се питање у чему је разлика између ових објеката, тј. зашто се фигуре са слике 1 могу нацртати на наведени начин, а фигуре са слике 2 не могу? Нацртане фигуре су састављене од тачака и линија (правих и кривих ) , при чему свака линија повезује по двије тачке  и зовемо их графови. Тачке у којима се састају линије зовемо чворовима. У зависности од тога да ли се у чвору састаје (или из њега полази ) паран или непаран број линија, чвор је паран или непаран. У зависности од тога да ли фигура има и колико непарних чворова, можемо утврдити да ли се она може нацртати једним потезом. Сваки паран чвор је пролазан. То значи да ако се у тај чвор уђе, увек постоји слободна линија за излаз. Код непарних чворова имамо непаран број линија које воде из тог чвора, па да би прошли свим тим линијама морамо цртање започети или завршити у том чвору.

На тај начин долазимо до следећег правила: Ако фигура нема непарних чворова или их има тачно два, онда се она може нацртати једним потезом.

                    Основно о  графовима
Граф је, у ствари, апстрактан математички објекат. Фигура састављена од тачака и линија је геометријска представа (цртеж) графа. Обично се и та геометријска репрезентација такође назива граф.

Дефиниција 1 : Граф G је уређени пар (V,E) ,G = (V,E) , где је V непразан  скуп, a E је бинарна релација у скупу V . Елементе скупа V зовемо чворовима  графа а елементе скупа Е гранама или ивицама графа. 

Чворове  графа обиљежавамо  малим словима латинице, а можемо их и нумерисати бројевима од 1 до n, где је n број елемената скупа V.

Ако  је (u,v)
[image: image5.wmf]Í

Е, тј. ако су елементи u,v скупа V у релацији E, кажемо да постоји  директан пут од чвора u до чвора v.

У општем случају скуп V може бити и бесконачан, али углавном се претпоставља да је коначан. Графови се дијеле на коначне и бесконачне графове према томе да ли је скуп чворова V коначан или бесконачан.

                  Цртање графова
Један од начина графичког представљања графова је следећи :

Чворове v1, v2, ...,vn (елементе скупа V) графа прдстављамо произвољним, међусобно различитим тачкама у равни (или простору) . Ако је (vi ,v j )
[image: image6.wmf]Î

E, тј. елементи vi i vj су  у релацији Е, тачку која представља чвор vi  спајамо непрекидном глатком линијом са тачком која представља чвор vj. Ова линија се на цртежу орјентише стрелицом од vi ka vj и он не пролази кроз неки трећи чвор графа. Ако (vi,vj)
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E, чворови vi  и vj нису директно повезани на цртежу. 

Ако пару чворова 
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 одговарају двије гране 
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, на цртежу се обично не повлаче двије линије између чворова 
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 , већ се јединствена линија двострано орјентише или се уопште не орјентише. 

Грану (ивицу) која спаја чвор са самим собом зовемо петља.Орјентација петље није од посебног значаја из разлога што ма како да поставимо стрелицу , петља води из чвора у тај исти чвор, па се стрелица код петље на цртежу може изоставити.

На слици 3 је представљен граф G = ( V, E ), гдје је V = {v1, v2, v3, v4} и E={(v1,v1 ), ( v1, v2) ,
 ( v1, v3), (v1, v4), (v3, v1), ( v3, v2), ( v4, v3)} на три еквивалентна начина.

[image: image14.emf]
                                                     слика 3
Дефиниција 2 : Граф G′ =(V′,E′) је подграф графа G = ( V, E ) ако и само ако је V′
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V и E′ је рестрикција релације Е на подскупу V′.

Дефиниција 3 :  Граф  G = (V,E)  је неорјентисан или неусмјерен ако и само ако  је релација Е симетрична, тј. акко за свако u, v 
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 V , из (u,v)
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E слиједи (v ,u)
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Код неорјентисаних графова, све гране (ивице) су двоструко орјентисане (у ствари неорјентисане) што значи да свакој ивици можемо придружити инверзну ивицу, тј. ивица (u,v) има свој инверз (v,u). Из овога непосредно слиједи да ако је граф коначан (скуп V је коначан), онда је број ивица паран. Зато код неорјентисаних графова, пар међусобно инверзних ивица (u,v) и (v,u) посматрамо као једну ивицу, без орјентације. На цртежу неорјентисаног графа , стрелице се изостављају. Неорјентисани графови могу али не морају имати петље. Надаље ћемо под ивицом неорјентисаног графа подразумевати парове придружених међусобно инверзних ивица.

Дефиниција 4 :  Граф  G =(V,E) је орјентисан или усмјерен ако и само ако није неорјентисан, тј. акко је релација Е антисиметрична.

На слици 4 је представљен један неорјентисани  и један орјентисан граф
         [image: image19.emf]    

                                                    слика 4

Поред орјентисаних и неорјентисаних графова, постоје и графови који нису ни орјентисани ни неорјентисани.

Граф зовемо диграф  ако се при његовом представљању не користи конвенција да се парови грана супротних орјентација замењују неорјентисаним гранама. Орјентисане и неорјентисане графове можемо сматрати диграфовима. Орјентисани графови су диграфови код којих не постоји ниједан пар различитих чворова спојених са две гране супротних орјентација. Неорјентисани графови су диграфови код којих не постоји ниједан пар различитих чворова који је повезан тачно једном орјентисаном граном.

Мултиграфови су графови код којих се између два чвора налази више од једне гране исте орјентације. Код мултиграфова су могуће и вишеструке петље.

На слици 5 је представљен један мултиграф.

   [image: image20.emf]
                    слика 5

                  Представљање графова матрицама
Граф се може представити и квадратном матрицом чији је ред једнак броју чворова графа. Ту матрицу зовемо матрица сусједства графа и обележавамо је са А. Елемент 
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 који се налази на пресјеку и-те врсте и ј-те колоне матрице А једнак је броју грана које полазе из чвора 
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 и завршавају се у чвору 
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Ако претпоставимо да два чвора графа могу бити спојени највише једном граном исте орјентације, онда елементи матрице А могу бити само 0 и 1.

Граф који је на слици 3 представљен цртежом може се представити  следећом матрицом суседства:
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Елементи матрице суседства мултиграфа могу бити природни бројеви и нула.

Мултиграф са слике 5 има следећу матрицу суседства:
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Карактеристични полином, сопствене вредности и сопствени вектор матрице сусједства А графа G зовемо, редом, карактеристични полином, сопствене вриједности и сопствени вектор графа G.

За матрицу сусједства А неорјентисаног графа G важи  A = AT , тј. Матрица А је симетрична.

За матрицу сусједства 
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По дефиницији је траг матрице А, у ознаци  tr A , једнак збиру елемената на главној дијагонали матрице А. Из тога непосредно следи  следеце :

Мултиграф нема петљи ако и само ако је tr A = 0.                                                                               

  Повезаност
Дефиниција 5 :  За чворове u и v графа G кажемо да су сусједни ако постоји грана у том графу која их спаја.

Два сусједна чвора су крајње тачке сваке гране која их спаја. Ако је неки чвор једна од крајњих тачака неке гране, тада кажемо да се та грана стиче у том чвору или да су чвор и грана инцидентни или сусједни.

За две гране графа G кажемо да су сусједне ако постоји чвор у том графу који је њима заједнички.
          u                                             v

                                                                   z

x                                       y
                           slиka 8

На слици 8 су  сусjедни чворови  u и v, v и x , x и y, y и z, z и u. Сусjедне гране су,  на примjер uv и vx, јер им је чвор v заједнички.

Дефиниција 6. Степен чвора v у графу без петљи је број сусједних чворова чвора v. У графу без петљи се степен чвора може дефинисати и као број грана које се стичу у том чвору. 

Дефиниција 7. Коначан низ чворова  v0, v1, . . . , vn   чини  пут у графу G =(V,E) ако и само ако за свако k
[image: image28.wmf]Î

{1, . . . , n} важи ( vk-1 , vk ) 
[image: image29.wmf]Î

 E, а број n зовемо дужина тог пута.

Дефиниција 8. За два чвора u и v кажемо да су  повезани ако и само ако постоји пут v0, v2, . . . , vn   тако да је u = v0  и v = vn .

Дефиниција 9. Неорјентисани граф G је повезан ако и само ако су свака два његова чвора повезана, тј. акко постоји пут између свака два чвора. У супротном, за граф G кажемо да је неповезан.

На слици 9а  је приказан један повезан, а на слици 9b  један неповезан граф.


                          слика 9a                                                                                       слика 9b
Дефиниција 10 : Пут 
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 код кога је последњи члан уједно и први , тј. kод кога је  
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 зовемо циклус.
Дефиниција 11 : Повезан неорјентисан граф је дрво ако и само ако не садржи циклус.

Дефиниција 12 : Излазни степен чвора v је број грана којима је v полазни чвор.

Дефиниција 13 : Улазни степен чвора v је број грана којима је v завршни чвор.

Теорема 1. Збир свих улазних и збир свих излазних степена су једнаки.

Доказ : Сваки коначан граф се може у коначном броју корака изградити од празног графа који се састоји само од чворова, додајући му у сваком кораку по једну грану. Из овога непосредно слиједи да теорема важи за празан граф. Ако графу додамо грану, видимо да како неком чвору повећамо излазни степен тако неком чвору повећамо улазни степен. На тај начин се теорема може доказати индукцијом по броју грана.
          Ако је чвор неорјентисан онда су улазни и излазни степен сваког чвора једнаки.

Дефиниција 14 : Степен чвора у неорјентисаном графу је број грана којима је v један крај.

Дефиниција 15 : Ивица (u , v) повезаног неорјентисаног графа G =(V,E) је мост ако и само ако граф G =( V, E \ {(u , v)} ) није повезан.

Дефиниција 16 : Граф је планаран ако и само ако се може нацртати на папиру тако да се никоје двије ивице међусобно не сијеку.
Ојлерови  графови
Дефиниција 17 : Орјентисани граф је Ојлеров ако и само ако постоји пут који пролази кроз све гране тачно једном.

Теорема 2 . Неорјентисан граф је Ојлеров ако и само ако је повезан и сви чворови осим тачно два су парни.

Доказ . Претпоставимо најприје да је граф Ојлеров. Тада постоји пут v0, v1, . . . , vn    који пролази кроз све гране тачно једном. Посматрамо два  случаја: 
Случај када је v0 = vn : Јасно је да је тада пут циклус, па идући тим циклусом, видимо да сваки узлаз кроз неки чвор мора да има и излаз. Из тога слиједи да је број грана које припадају неком чвору паран.
          Случај када је v0 
[image: image32.wmf]¹

vn : Ако путу  v0, v1, . . . , vn   додамо ивицу (vn , v1 ), он постаје циклус, па се доказ своди на доказ претходног случаја. Чворови vn  и  v1 су баш она два чвора који имају непаран степен. ∆

Претходна теорема је, у ствари, правило које је први открио швајцарски математичар Леонард Ојлер  у 18. веку. Ојлер је заправо ријешио проблем познат као проблем Кенигсбершких мостова.

Кроз некадашњи пруски град Кенигсберг ( Кöнигсберг ), данашњи Калињинград, који припада Русији, протиче река Прегел на којој су два острва. Острва су са обалама и међусобно повезана са 7 мостова као на слици 10.

                                                slиka 10

Проблем се састојао у следећем:

Како направити план шетње којом би се преко сваког моста прешло тачно једанпут?

Ојлер је показао да је то немогуће.

Придружимо острвима тачке A и B, a обалама тачке C и D. Две тачке повежимо линијом ако и само ако су одговарајући делови копна повезани мостом. ( У случају да су два дела копна повезана са два моста, тачке које им одговарају повезујемо са две линије.) На тај начин добијамо фигуру (граф ) на слици 11.

                                 C                

                            A                             B

                                                        D

                               слика 11

Поменута фигура се састоји од 4 чвора и 7 линија (грана).Траженој шетњи преко мостова одговара цртање те фигуре једним потезом, и обрнуто. Фигура има 4 непарна чвора, па се, према наведеном правилу, не може нацртати једним потезом. Дакле, тражена шетња преко Кенигсбершких мостова није могућа.

Графови ( фигуре ) који се могу нацртати једним потезом су у част Ојлера названи Ојлерови графови.

1) 
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Леонард Ojлер (1707 – 1783 ) је најплоднији математичар 18. века. Током живота је објавио 530 књига и чланака, а после његове смрти Петроградска академија је објавила његове преостале рукописе. Ојлер је постигао значајне резултате у свим областима математике – развио је теорију редова, увео тзв. Ојлерове интеграле, ријешио многе диференцијалне једначине , итд.
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